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Dil¢i 2k faktorialni navrhy

RNDr. Jifi Michalek, CSc.



Poloviéni 2 faktorialni navrh



Obsahuje 2% pokusu (runu)

Casto je také nazyvan 2% dil&i faktoridlni navrh
Uvazujme napf. 231 ; to je polovina z plného 23 navrhu.
Geometricky mizeme tento polovi¢ni 23 faktorialni

navrh znazornit nasledovné
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. Tabulka plus a minus znamének pro 23 faktorialni
navrh se vSemi hlavnimi efekty a interakcemi, ze které
vybirame Ctyfi kombinace osetreni a, b, c, a abc pro polovicni
faktorialni navrh:

Kombinace Efekty faktord
osetreni | A B C AB AC BC ABC

a + + — — — — + +

b + — + — — + — +

C + — — + + — — +
abc + + + + + + + +
ab + + + — + — — —
ac + + — + — + — —
bc + — + + — — + —
(1) + — — — + + + —




VSimnéme si,
plus pro ABC

Ze vybrané kombinace osetreni davaji
efekt.

ABC se nazyva ,generator” této specialni ¢asti.
Element identity | je rovnez kladny pro uvazovanée Ctyfri

kombinace.
Nazyvame |

= ABC ,urcujici vztah" pro tento navrh.

Z tabulky dostavame odhady hlavnich efektu:

A =
B =
C =

(a-b-c+abc]/2
[-a+b-c+abc]/2
(-a-b+c+abc]/2

a interakci druhého radu

AB
AC
BC

= [-a-b+c+abc]/2
= [-at+tb-c+abc]/2
= [a-b-c+abc]/2




Linearni kombinace pozorovani ve sloupci A, kterou
oznaCime (, odhaduje efekty A+ BC, podobne /g
odhaduje B+ AC a /. odhaduje C + AB. Dva nebo
vice efektu, které maji tuto vlastnost, se nazyvaji

neoddeélitelné efekty (aliases) .

V uvazovaném 231 navrhu jsou neoddélitelnymi efekty
A a BC; B a AC; C a AB.

K nalezeni neoddélitelnych efektu Ize pouzit ,urCujici
vztah® | = ABC. Vynasobenim kteréhokoliv efektu
,2urcujicim vztahem® dostaneme jemu odpovidajici

neoddélitelny efekt.



-  Priklad nékterych neoddélitelnych efektu :

— Hlavni efekt faktoru A je neoddélitelny od efektu
iInterakce BC

Asl=A+ABC =BC
to znamena, A je neoddélitelny efekt (identicky)
s interakci BC
( plati A<l = A a A2 =1).



Dale
hlavni efekt faktoru B je neoddélitelny od efektu interakce AC
Bel=B°-ABC =AC
to znamena, B je neoddélitelny efekt (identicky)
s interakci AC.

hlavni efekt faktoru C je neoddelitelny od efektu interakce AB
Cel=C-ABC=AB
to znamena, C je neoddelitelny efekt (identicky)
s interakci AB.

Efekt interakce AB je neoddeélitelny od hlavniho efektu
faktoru C
ABI=AB-ABC=C
to znamena, AB je neoddelitelny efekt (identicka) s
hlavnim efektem C.
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Predpokladejme nyni, Ze jsme vybrali druhou (dolni)
polovinu navrhu, spojenou s - ABC. Urcujici vztah pro tuto
polovinu je I = - ABC. Potom neoddelitelné efekty jsou

=-BC; B = - AC; C = - AB. V praxi neni podstatne, kterou
polovinu navrhu vybereme.

Ta Cast navrhu s kladnym znaménkem se nazyva
zakladni cast (principal fraction), ta druha se nazyva
alternativni Cast (alternate fraction) navrhu.

Pro zakladni ¢ast navrhu jsou nasledujici odhady efektu
/(n = A+BC,; /g = B+AC,; /(- = C+AB.
Pro alternativni C€ast navrhu jsou nasledujici odhady efektu
'y =A-BC; (' = B-AC; /'~ = C-AB.
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Pri kombinaci odhadu z obou ¢asti navrhu dostaneme:

Efekt i

Odhad z
(Gi+ 07)

Odhad z
(4i-07)

A
B

C

(A+BC+A-BC)/2=A
(B+AC+B-AC)2=B
(C+AB+C-AB)2=C

(A +BC - (A-BC))/2=BC
(B + AC - (B - AC))/2 = AC
(C + AB - (C - AB))/2 = AB

Pri posloupnosti dvou dilCich navrhU muzeme izolovat jak
efekty hlavnich faktoru, tak efekty interakci druhého rfadu. To

ma prakticky vyznam,

posloupnosti experimentdu.

jelikoz muzeme provadét malé
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Priklad :

Pro ilustraci poloviéniho faktorialniho navrhu uvazujme
experiment s procesem nitridovéeho leptani. Rozhodneme se
pouzit 241 navrh s | = ABCD pro zkoumani faktort (A) mezera
mezi anodou a katodou; (B) tlak v reakcnim prostoru; (C) tok
reakcniho plynu C,F; (D) vykon na katode.

Navrh provedeme jako 23 faktorialni navrh s faktory A, B, C a
polozime D = ABC. Navrh a vysledné rychlosti naleptani
(odezva) jsou uvedeny v grafickém zobrazeni

- +

|

bc = 601 abed = 729

ac = 642

J bd = 1052 -7

_______________ N A
L ab = 650 /‘— /
g P
[ 2

(1) = 550 ad =749

12



241 faktorialni navrh s ur€ujicim vztahem | =ABCD

Kombinace Efekty faktoru Rychlost
Pokus | ogetreni 8 C D=agC leptani
1 (1) — — — 550
2 ad — — + 749
3 bd + — + 1052
4 ab + — — 650
) cd — + + 1075
6 ac — + — 642
7 bc + + — 601
8 abcd + + + 729
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V tomto navrhu jsou hlavni efekty neoddélitelné s interakcemi
tretiho radu:

A = BCD; B = ACD; C = ABD; D = ABC

a interakce druhého radu jsou neoddelitelné navzajem

AB = CD; AC = BD; AD = BC.

Odhady hlavnich efektu (a jejich neoddélitelnych efektt) najdeme
s pouzitim Ctyr sloupcu znamének v uvedené tabulce. Ze sloupce

A dostaneme

/n = A+ BCD = (-550+ 749 - 1052 + 650 - 1075 + 642 - 601 + 729) / 4)
= -127,00.
Dale /g = B+ACD = 4,00;

/e = C+ABD = 11,50 ;
/s = D+ABC = 290,51 .
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Efekty interakci Ize odhadnout tak, ze vytvorime sloupce AB,

AC a AD a pridame do uvedené tabulky

Kombinace Efekty faktoru Rychlost
Pokus oSetreni A B C D=ABC AB AC AD leptani
1 (1) - - — — + + + 550
2 ad + — — + — _ + 749
3 bd - + — + - + — 1052
4 ab + + — — + — — 650
5 cd — — + + + — — 1075
6 ac + — + - — + — 642
7 bc — + + — — — 601
8 abcd + + + + + + 729

potom /,g = AB +AC

= -10,00.

(550-749-1052+650+1075-642-601+729) /4

Podobné /,. =AC + BD =-25,50a /,, =AD + BC =-197,50 .
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 Normalni pravdepodobnostni graf a residua

— muze byt
uziteCny pfi ocenéni vyznamnosti efektl
(zejména kdyz je tfeba odhadovat vice efektu).

— mohou byt ziskana z regresniho modelu,
jak jiz bylo ukazano.

— Residua by méla byt proti
predikovanym hodnotam, proti urovnim faktoru a
na normalni pravdepodobnostni papir ze dvou
duvodu:

— Ocenit platnost predpokladu pouzitého modelu
— Ziskat dodateCné porozumeni experimentu.
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Projekce 2kl navrhu

Jestlize muze byt vynechan jeden nebo vice

faktort z poloviéniho 2% navrhu, navrh se

prevede (promitne) na uplny faktorialni navrh.

Takova projekce je velmi uziteCna pri overeni
experimentu.

V pripade plasmoveho leptani jsme zjistili, ze
dva ze Ctyr faktoru (B a C) mohou byt
opomenuty a mize byt pouzit 22 faktorialni
experiment pro faktory Aa D se dvema

replikacemi.
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Typy rozliSeni navrhu

RozliSeni navrhu je uzite¢né pfi kategorizaci
navrhu.

RozliSeni navrhu je obvykle oznaCovano
rimskymi Cislicemi.

RozliSeni navrhl zvlastni duleZitosti jsou
oznacovany jako rozliseni typu lll, IV a V.

RozliSeni navrhu ukazuje jinak téz vztah mezi
faktory a jejich interakcemi.
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Kazdy hlavni efekt je oddelitelny s kterymkoliv jinym
hlavnim efektem. Hlavni efekty jsou neoddelitelné
s efekty interakci druhého radu a efekty interakci
druhého fadu mohou byt neoddelitelné navzajem.
231navrh s | = ABC je typu rozliSeni lll a oznaduje

se 25

Kazdy hlavni efekt je oddélitelny s kterymkoliv jinym

hlavhim efektem a efektem interakci druhého fadu.

Interakce  druhého radu jsou neoddelitelné
navzajem. 20t

241 navrh s | = ABCD je typu rozliseni IV ( ) .
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Kazdy hlavni efekt je oddelitelny s kterymkoliv jinym

hlavnim efektem a efektem interakci druhého radu.

Interakce druhého radu jsou navzajem oddélitelné.

Interakce druhého fadu jsou neoddéelitelne

S interakcemi tretiho radu.

251 navrh s | = ABCDE je typu rozliSeni V ( 207%).
Napfiklad, znadeni 2 ukazuje, Ze se jedné o poloviéni 23 navrh
s rozlisenim typu lll. Z toho vime, ze hlavni efekty jsou navzajem
oddélitelne, ale jsou neoddélitelné s interakcemi druhého radu.
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Dilci 2% faktorialni navrhy
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Ackoli polovicni faktorialni navrhy jsou uzite€né, muze
byt vice ekonomicke pouzivat dokonce mensi jak
polovi¢ni 2k faktorialni navrhy.

Uvazujme navrh s k = 11 faktory.
—  PIny 2% navrh by vyzadoval 2 048 pokusu
—  Polovi¢ni 2k1 navrh by vyzadoval 1 024 pokusu:
stale nerozumny pocet pokusu.

Co tak navrh pro vSech 11 faktoru, ktery by pozadoval

pouze 32 pokusu ? Nékteré predpoklady je tfeba ucinit,
ale jedna se o0 mozny navrh.

— 11 faktoru ve 32 pokusech by byl 2'1-6 navrh.
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Poznamka:

2K navrh mlze probihat jako 2kP dil¢i faktorialni navrh
(v 1/2P Castech).

Na pf. pro p = 6 se jedna o 26 dil&i faktorialni navrh,
coz predstavuje ¢ast 1/2°= 1/ 64 z pIného faktorialniho
navrhu 2k .

Pro k = 11 je to poCet pokust 211 / 64 = 2 048/ 64 = 32, ;.
2116 = 25 = 32,

Pro polovi¢ni navrh 1/2 je p =1 atedy 2k1;

pro ¢tvrtinovy navrh 1/4 je p = 2 a tedy 2k2;

proosminovy navrh 1/8 je p = 3 a tedy 2k3;

pro Sestnactinovy navrh 1/16 je p = 4 a tedy 2%4; atd.

pro navrh 1/64 je p = 6 a tedy 2k®,
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Sestaveni 2P navrhu vyzaduje:

—  Sestavit plny faktorialni navrh pro k-p faktoru.

— Vytvorit zbylych p sloupcu vybranim

vhodnych generatoru dilciho navrhu.

24
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Pro ilustraci budeme uvazovat 1/4 navrh experimentu se Sesti
faktory. Experimentator se zajima o efekty hlavnich faktoru, ale
rad by ziskal i informaci o interakcich druhého radu.

2% navrh by vyzadoval 64 kombinaci oSetieni, polovi¢ni
navrh 2%1 by vyzadoval 32 kombinaci oSetfeni a mél by 31
stupnu volnosti pro odhad efektd. Jelikoz je pouze 6 hlavnich
efektu a 15 interakci druhého fadu, vyzaduje tento polovicni
navrh pfilis mnoho kombinaci osetreni.

Uvazujme tedy C&tvrtinovy navrh, tj. 262 navrh. Ten bude
vyzadovat 16 kombinaci oSetreni a 15 stupniu volnosti pro
odhad hlavnich efektu.

Abychom vygenerovali potrebny navrh, napiSeme plny
24 navrh pro faktory A, B, C a D a pak pfidame dva sloupce pro
faktory E a F. Pro jejich vytvoreni vybereme dva generatory
navrhu | = ABCE a | = BCDF Tak sloupec E = ABC a
sloupec F = BCD.
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Konstrukce 252 navrhu s generatory | = ABCE a | = BCDF

(Run)

D

E=ABC F=BCD

1

© 00 ~NO O b WODN

e i ol =
o N WNERELRO

+ + + +

+ + + + 4+ 4+ + +

ABCE BCDF ADEF

+ + + + + + + + 4+ + + + 4+ + + +

+ + + + + + + + 4+ + + + 4+ + + +

+ + + + + + + + + + + + 4+ + + +
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Pro nalezeni uplného urcujiciho vztahu

, je tfeba vynasobit vSechny pary generatoru navrhu
(v tomto pripadé jsou to pouze dva, tak ze vynasobime
(ABCE)(BCDF) = ADEF)
Pro nalezeni uplneho urcujiciho vztahu, ze ktereho mohou byt
nalezeny pro hlavni efekty a
Interakce je:
| = ABCE = BCDF = ADEF
Podle definice délka nejmensiho ,,slova*®

VvV urcujicim vztahu je rovnéz typ rozliseni navrhu.
V tomto pripade je rozliseni typu V.
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Sloupce ABCE a BCDF |sou ideptické, stejné jako sloupec
ADEF (ktery je jejich soucCinem). Uplny urcujici vztah pro

252 navrh je

= BCE =
= ACE =
ABE =
= BCF =
= ABC =
= BCD =
ABD = CDE =
ACD = BDE =

Mmoo W >
I

| = ABCE = BCDF = ADEF .

Abychom nalezli neoddélitelné efekty (alias) ke vSem efektum,
vynasobime efekty kazde slovo v uvedeném urcCujicim vztahu a
dostaneme uplnou strukturu neoddélitelnych efektu:

DEF
CDF
BDF
AEF
ADF
ADE
ACF
ABF

ABCDF
ABDEF
ACDEF
ABCDE
BCDEF
ABCEF
BEF
CEF

AB
AC
AD
AE
AF
BD
BF

= CE
= BE
= EF
= BC
= DE
= CF
= CD

= ACDF
= ABDF
= BCDE
= DF

= BCEF
= ACDE
= ACEF

= BDEF
= CDEF
= ABCF
= ABCDEF
= ABCD
= ABEF
= ABDE

V tomto pripadé se jedna o rozliSeni typu IV, hlavni efekty jsou neoddélitelné
interakce druhého fadu jsou

S interakcemi

tretiho a vyssich

radu

neoddélitelné navzajem. Navrh poskytuje dobrou
efektech a o sile interakci druného radu.

informaci

o hlavnich
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Vybér generatoru navrhu

Generatory navrhu nemohou byt vybirany
nahodne.

Vybér nespravného generatoru navrhu muze

v v s

bylo mozné.
Vybirat generatory navrhu tak, aby vyustily ve
vysSi mozny typ rozliseni navrhu.
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Priklad :

Jednotky vyrabéné v procesu tvareni vstrikovanim se podle
zkusenosti prilis smrstuji. Tim vznika problem na montaznich
operacich. Bylo rozhodnuto realizovat experiment s cilem
zmensit smrstovani soucasti. Bylo rozhodnuto zkoumat sedm
faktort: (A) - teplota formy; (B) - rychlost Sroubu; (C) -
vyCkavaci doba; (D) - doba cyklu; (E) - vlhkost; (F) - velkost
vstupu a (G) - tlak. Kazdy faktor je nastavitelny na dvé
urovne.

Bylo rozhodnuto realizovat 16 kombinaci dvouurovnoveho
faktorialnino navrhu.

Byl zvolen 27-% navrh s generatory | = ABCE, | = BCDF
a | =ACDG. Tento navrh je uveden v nasledujici tabulce:
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2/7° navrh pro proces tvareni vstfikovanim
s generatory | = ABCE, | = BCDF a | =ACDG

(Run) A B C D E=ABC F=BCD G=ACD | Smrstovani (x10)
1 — — — — - — — 6
2 + — — — + — + 10
3 - — - + — 32
4 + — — — + 60
5 - — + — + + + 4
6 + — + — — + — 15
7 — + — — — + 26
8 + + + — + — — 60
9 — — — + — + 8
10 + — — + — 12
11 — + - + + — + 34
12 | + o+ - 4 ~ - - 60
13 — — + + + — — 16
14 + — + + - — + 5
15 - + + - — 37
16 + + + + + 52
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O TmMmooOn wm>

Seznam neoddélitelnych efektd pro 2/;°navrh
s generatory | = ABCE, | = BCDF a | =ACDG
(a identickymi generatory | = ADEF, | = BDEG, | = ABFG)

= BCE = DEF = CDG = BFG AB = CE = FG
= ACE = CDF = DEG = AFG AC = BE = DG
= ABE = BDF = ADG = EFG AD = EF = CF
= BCF = AEF = ACG = BEG AE = BC = DF
= ABC = ADF = BDG = CFG AF = DE = BG
= BCD = ADE = ABG = CEG AG = CD = BF
= ACD = BDE = ABF = CEF BD = CF = EG

ABD = CDE = ACF = BEF = BCG = AEG = DFG
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Vypocitané odhady efektl jsou zakresleny do pravdépodob-

nostniho

grafu,

ktery

upozornuje

na

velké

efekty

A = 13,875 (teplota formy) a B = 35,625 (rychlost Sroubu) a
Interakci AB = 11,875.
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Efekty

30

33



Interakce AB ukazuje, ze proces je necitlivy na teplotu (A),
pokud rychlost sroubu (B) je na dolni urovni, je vSak velmi

citlivy na teplotu, pokud rychlost sroubu je na horni urovni.

Smrstovani x 10

60

B+

B+

Teplota formy
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Zakreslena rezidua do pravdepodobnostnino grafu ukazuji
uspokojive priblizné normalni rozdeleni rezidui.
Residua byla pocitana pro model (prvni pfiblizeni)
Z predikovaného smrstovani

y = 27,3125 + 6,9375x, + 17,8125 %, + 59375x, X, ,

kde X; , X, a XX, Jsou kodované promenne OdeVIdajICI
faktordm A, B a interakci AB. Residua jsou potom €=y -y.
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Graf residui proti vyCkavaci dobé (C) ukazuje, ze je mnohem
mensSi rozptyleni rezidui pro dolni uroven vyckavaci doby nez
pro horni uroven. Nastaveni faktoru C na dolni uroven snizi
variabilitu v procesu.

]

o s

R y

o 0

14 s
]

]

5L i

- +

VyCkavaci doba (C)
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