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!'_ Pouzivané metody

n statistické testy:
n Chi-kvadrat test dobré shody
n Kolmogorov - Smirnov
n Shapiro - Wilk
n Anderson - Darling
n Ryan - Joiner
n grafické metody:
n Histogram
n Pravdépodobnostni graf
n Q-Q graf
n P-P graf



!'_ Histogram

Histogram sestrojeny na zaklade dostatecného
pocCtu hodnot pochazejicich z normalniho
rozdéleni ma charakteristicky tvar, jehoz
modelem je Gaussova krivka.

Priklad histogramu sestrojeného z 10 000
nodnot z normalniho rozdéleni se stredni
nodnotou Mm=30 a sméerodatnou odchylkou s=3
je na nasledujicim obrazku.
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Vybéry rozsahu n = 50
ze zakladniho souboru s normalnim rozdélenimm=30 a s = 3




Vybéry rozsahu n = 100
ze zakladniho souboru s normalnim rozdélenimm=30 a s = 3
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Vybéry rozsahu n = 200
ze zakladniho souboru s normalnim rozdélenim m=30 a s

60 60 60
50 50 4 50 4
40 40 4 40 |
30 4 30 4 30 4
20 4 20 20
10 4 10 4 10 4
0 0 0
60 60 60
50 50 - 50 4
40 40 40 4
30 30 4 30 4
20 4 20 4 20 4
10 - 10 4 10 4
0 0 0
60 60 60
50 50 4
40 | 40 |
30 4 30
20 4 20 4
10 10 4




Zhodnoceni

VSechny uvedené histogramy predstavuji nahodnée
vybéry z normalniho rozdéleni se stredni hodnotou m= 30
a smerodatnou odchylkou s = 3.

Vidime, ze Cim je Vétsi rozsah vybéru n, tim lepe
odpovida vybérové rozdéleni, zndzornéneé histogramem,
rozdéleni v zakladnim souboru, znazornénému hustotou
pravdépodobnosti.

Pfi bézné pouzivanem rozsahu n=100 nemusi byt
vizualni posouzeni objektivni a tvar histogramu muze byt
navic ovlivnén volbou mezi intervalu.



Testy dobré shody

Pomoci testll dobré shody objektivné posoudime, zda je moZzno
povazovat predpoklad normalniho rozdéleni za splnény.

Testovana hypotéza

H,: Nahodny vybér pochazi ze zakladniho souboru s normalnim
rozdélenim

RozliSuji se dva pripady:
a) Model normalniho rozdéleni je plné specifikovan, tj. jsou dany
stfedni hodnota ma rozptyl s=2.

b) Model normalniho rozdéleni neni pIné specifikovan, stfedni
hodnota a rozptyl se odhadnou z vybérovych hodnot.

Rozdil mezi pIné a neuplné specifikovanym modelem se projevi
na rozdeleni testove statistiky a tedy pfi rozhodovani o tom, zda
vypoctena hodnota testoveé statistiky je ¢i neni v kritickém oboru.

Alternativni hypotéza

a) H;: nahodny vybér nepochazi ze zakladniho souboru s normalnim
rozdelenlm s danymi parametry ma s.

b) H;: ndhodny vybér nepochazi ze zakladniho souboru s normalnim
rozdélenim



Chi - kvadrat test

Nahodny vybér rozsahu n je rozdélen do k intervall s ¢etnostmi
n, (=1,2,..,k), horni meze intervalt oznaCime x;.

Vypoclteme teoretické tfidni Cetnosti za predpokladu, ze vybér
pochazi ze zakladniho souboru s normalnim rozdélenim N(m s?):

Horni meze x; tfidnich intervalu prevedeme na hodnoty normované
proménne

Neni-li model pIlné specifikovan, pouzijeme misto parametru m
vybérovy prumér X a misto parametru s vybérovou
smérodatnou odchylku s ;

Pro kazdé j vyhledame odpovidajici hodnoty distribuéni funkce
normovaného normalniho rozdeleni f (u);



Uréime teoretické relativni a absolutni tridni ¢etnosti
p=fw - f(uy) a np;
Intervaly, jejichz teoreticka absolutni ¢etnost

n-p, £ 5 sloucime se sousednimi intervaly tak, aby byla
splnéna podminka n-p; > 5

Pro redukovany pocet tfid k° vypolteme vyrazy
2
(n,- o))
np,

Jejich soucétem (pfes redukovany pocet tfid k°) dostaneme
hodnotu testoveé statistiky

2 _ 5 (nj i npj)2
° 21 npj




§ Kriticky obor pro test normality, na hladiné vyznamnosti a , je

c’? > ¢/, (k°- C- 1)

kde c;, (k° - C- 1) je (1-a) - kvantil rozdéleni c?
pro n=k°-c -1 stupiu volnosti, c je poCet odhadovanych
parametru

§ U plné specifikovaného modelu je ¢ = 0.

§ Ovérujeme-li jen tvar normalniho rozdéleni (neuplné specifikovany
model) a parametry ma s? odhadujeme z vybérovych hodnot,
jec=2.



PRIKLAD 1

V nasledujici tabulce je demonstrovan postup vypoctu testove
charakteristiky c? pro ndhodny vybér rozsahu n = 100, ve kterém
pozorované hodnoty byly roztfidény do k = 8 intervalu. Prvni interval je
(- ¥; 3,94), dalSich 6 intervall ma Sitku h = 0,02 a posledni interval je
(4,06; ¥). Ze 100 hodnot byl uréen vybérovy pramér x = 3,999 a
vybérova smérodatna odchylka s = 0,030.

Vzhledem k tomu, ze krajni intervaly nespliuji pozadavek np, 3 5,
sloucime je se sousednimi intervaly. Redukovany pocet tfid je k° = 6.
Pro pocet stupnu volnostin = k° - 3= 3 a pro hladinu vyznamnosti a =
0,05 je kriticka hodnota c¢?%;4(3) = 7,815.

Jelikoz vypodtena hodnota testové charakteristiky ¢ = 1,477
nespada do kritického oboru (neni vétsi nez kriticka hodnota 7,815),
nemame duvod zamitnout hypotézu o tom, ze vybér pochazi z normal-
niho rozdéleni.



Schéma vypoctu testove statistiky chi-kvadrat

horni mez

tridni

tfidniho cetnosti uj F(u) pj n-p; n-p; n; " ni,;J__njlz
intervalu n !
3,940 2 -1,93130 0,02672 0,02672 2,67232
3,960 9 -1,27529 0,10110 0,07438 7,43808 10,11040 11 0,07827
3,980 20 -0,61928 0,26787 0,16676 16,67627 16,67627 20 0,66245
4,000 23 0,03673 0,51465 0,24678 24,67837 24,67837 23 0,11415
4,020 21 0,69274 0,75576 0,24111 24,11133 24,11133 21 0,40149
4,040 17 1,34875 0,91129 0,15553 15,55274 15,55274 17 0,13467
4,060 5 2,00476 0,97751 0,06621 6,62145 8,87089 8 0,08550
4,080 3 0,02249 2,24944
c?’= 1,47653




Kolmogorovuv-Smirnovuv test dobré shody

H,: nahodny vybér rozsahu n pochazi ze zakladniho souboru
s normalnim rozdélenim N(m s?) s distribuéni funkci F(x) (pIné
specifikovany model)

Uvazujeme-li pozorovani usporadana podle velikosti x,

Xy £ X2 £..£ Xy

je testovou statistikou

Dn:max;i|F(&i)>-%wm))-'ﬁ@ i=12..

H,se zamita, je-li D,3 D,

Kritické hodnoty D, jsou tabelovany (Tab. 1)



!'_ Modifikovany KolmogorovUtv-Smirnoviyv test

Nejsou-li parametry normalniho rozdéleni znamy (neupiné
specifikovany model), nahradi se odhady. Pfi rozhodovani

se musi pouzit jiné kritické hodnoty (Tab. 2).



Tab. 1 Kritické hodnoty D,(a) maximalni odchylky

empiricke distribu¢ni funkce od teoreticke

14

o om Ton T0a- ™
4 | 20000 | 85000 o G000 29500 54 | 49627 | G796 | 18659 | 20864 | 22386
2 | ga3ry | Freza | edqea| o000 | ozozollsz | 149558 G637 | 18422 [ 20657 | 22174
| 56421 63604 Fore0| Feae6 | Szo00)lsz | a4 | 16483 18311 2075 21068
4 | G955 56522 | 62204 62227 | 734||s4 | A9202 | 16332 18144 20289 21762
s | dde0s | s0245 | sEEze| 62712 66253 ss | A9164 | 16126 17221 | 2007 | 21574
g | 0ET | 46709 S14@26| 57741 | 616615 | 449090 | 16044 | 17823 | 49930 21324
71 28142 43607 | 48292 53844 5752157 | A=2019] 15206 A7e69 | 19752 | 21199
g | 35531 40962 | d88:7 | s0854 | Ssa417allss | 301 | 45771 A7TS19 | 19530 21019
g [ 23010 22746 43001 a7os0]| 51332 sa | A3626 | 15630 A7373| A9427 | 20244
10 | 32250 36266 40o25| 45652 | 42203 |lso | 43573 45511 ATZ31 | 957 | 20673

S0sza| 35292 2 42670 | a6TF0 g | 13954 4535 47091 | 19912 [ 20806
12 ) 28577 | =aae 5 E75a3) 41915 | 4405 |ez | 13357 | 15263 | 16956 | 15960 | 20343

2aq0 | FEs0 | EEnae | A0Z [ 42247 fex | 13253 | A51a4| 16223 | A2EMZ | 20124
14 | 27921 2147 | 249200 38970 41762 ||ea | A3451 | 15027 | 16623 [ 8657 | 20020
15 | 26822 20207 [ 23760 37713 d0E0|les | A=052 ] 14913 16567 [ 18525 19277
16 | 25772 202 22733 26571 20201||es | 42054 14202 16443 [ 1837 | 19720
17 | 25020 | 28627 [ 21706 | 35528 32026 ]|s7 | 12859 14603 16322 | 18252 19524
1g | 2950 27251 20936 =2a550 | 37062 ||es | A276e | 14527 | 16204 48119 19442
19 | 23736 27126 20443 | 23625 36117 ||ea | A2675 | 449423 16022 | 17000 19203




Tab. 2 Upravené kritické hodnoty dle Lilieforse

Rozsah a Rozsah a

vybéru n 0,2 0,1 0,05 0,01ff vybéru n 0,2 0,1 0,05 0,01
4 0,303 0,346 0,376 0,413 16 0,176 0,195 0,213 0,247
5 0,289 0,319 0,343 0,397 17 0,171 0,190 0,207 0,240
6 0,269 0,297 0,323 0,371 18 0,167 0,185 0,202 0,234
7 0,252 0,280 0,304 0,351 19 0,163 0,181 0,197 0,228
8 0,239 0,265 0,288 0,333 20 0,159 0,176 0,192 0,223
9 0,227 0,252 0,274 0,317 25 0,143 0,159| 0,173 0,201
10 0,217 0,241 0,262 0,304 30 0,131 0,146 0,159 0,185
11 0,208 0,231 _0251] 0,291 40 0,115 0,128 0,139 0,162
12 0,200 0,222 C 0,242 ) 0,281 100 0,074 0,082 0,089 0,104
13 0,193 0,215 o027 0,271 400 0,037 0,041 0,045 0,052
14 0,187 0,208 0,226 0,262 900 0,025 0,028 0,030 0,035
15 0,181 0,201 0,219 0,254




PRIKLAD 2

Bylo provedeno n =12 mérfeni zatizeni vlakna do pretrzeni:

[ Xi i/n (i-1)/n F(x) |IF(X)-(@i-1)/n|{|F(X)-i/n|
1 2,104( 0,083333| 0,000000{ 0,120882| 0,120882| 0,037548
2 2,222] 0,166667| 0,083333] 0,200843| 0,117509| 0,034176
3 2,247( 0,250000f 0,166667| 0,221160f 0,054493| 0,028840
4 2,286( 0,333333| 0,250000{ 0,255089| 0,005089| 0,078244
5 2,327 0,416667| 0,333333] 0,293492| 0,039842| 0,123175
6 2,367 0,500000f 0,416667| 0,333351| 0,083315| 0,166649
7 2,388| 0,583333| 0,500000{ 0,355096( 0,144904| 0,228237
8 2,512 0,666667| 0,583333| 0,490928 0,092405| 0,175738
9 2,707( 0,750000f 0,666667| 0,700509( 0,033842| 0,049491
10 2,751] 0,833333] 0,750000] 0,742041| 0,007959| 0,091292
11 3,158| 0,916667| 0,833333| 0,963648] 0,130315| 0,046982
12 3,172| 1,000000] 0,916667| 0,966679| 0,050012| 0,033321

prumer 2,520083 max 0,130315] 0,228237

rozptyl 0,126343

sm.odch | 0,355447

Zaver . Vzhledem k tomu, ze maximalni absolutni diference mezi
empirickou distribucni funkci a teoretickou distribuéni funkci neni vétsi
nez kriticka hodnota D,(a), nemame duvod zamitnout testovanou
hypotézu H, : vybér pochazi ze zakladniho souboru s normalnim
rozdélenim.



Graficky test

Do pravdépodobnostnino papiru zakreslime prabéh empirické
distribucni funkce, tj. body [ x ; i/n ] a pfimku odpovidajici prubehu
odhadu distribuéni funkce rozdéleni N(m s2) F(x).

K odhadu teoretické distribuc¢ni funkce zakreslime meze konfidenéniho
Intervalu, tj. body

[X; F(x) £D,@)].

Vzniklé dvé kfivky predstavuji konfidencni interval distribuéni funkce
F(x) s konfidenéni urovni 1-a .

Testovana hypotéza H, se zamita, na hladiné vyznamnosti a, jestlize
alespon pro jednu hodnotu x empiricka distribu¢ni funkce, znazornéna
na grafu body, lezi vné zakresleného pasma.
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PRIKLAD 2 pokragovani:

Na obrazku je vedle pravdépodobnostni stupnice y = 100 F(x) jeSté
stupnice u, odpovidajici kvantilim normovaného normalniho
rozdéleni N(O, 1). ( Platitedy 100f(u) = vy.)

Pfimku predstavujici odhad distribuéni funkce hypotetického
normalniho rozdéleni N( m= 2,520 ; s = 0,3552) prolozime body
(x=2520:u=0)a ( x +s=2875; u=1).

Pro n=12 a a=0,05 je D(a) = D,(0,05) = 0,37543 . Tedy
hranice zakreslené na obrazku jsou (F(x) £ 0,375) *100 .

Zaver . Ani jeden bod nelezi mimo zakreslené meze, nemame
divod zamitnout testovanou hypotézu H, .



!'_ Testy normality v MINITABU

n Kolmogorov — Smirnov

n Anderson — Darling
n testova statistika A? (A squared)
hodnoty vétsSi nez kritické svedci proti normalité
n Ryan — Joiner

n testova statistika R
podobny Shapiro-Wilkové testu (viz dale)
hodnoty mensSi nez kritické svédci proti normalité



!'_ Pouziti p-hodnoty

n Na vystupu kazdé procedury pro statisticky
test je kromé hodnoty testoveé statistiky
uvedena tzv. p-hodnota (p-value)

n Plati-li
p-hodnota < a,

zamitneme testovanou hypotézu na hladiné
vyznamnosti a.



Pravdepodobnostni graf v MINITABU

osa X — nameérene hodnoty x, sledované veliiny usporadane podle
velikosti

osa y — hodnoty empirické distribu¢ni funkce vynasené na nelinearni
stupnici, vychazejici z pfedpokladu normality

y-ova souradnice bodu odpovida kvantilu u, rozdeleni N(0,1)

Cervené prolozena regresni pfimka

E{ X} = m+su,,
Normalnimu rozdéleni veli¢iny X odpovidaji vynesené body lezici
v blizkosti pfimky a nevykazujici napadny nelinearni trend.

Graf je bud doplnén vysledkem nékterého z uvedenych testu
normality nebo 95% pasem spolehlivosti.



!'_ Testy normality ve Statistice

n chi-kvadrat
n Kolmogorov — Smirnov
n Shapiro-Wilk
n testova statistika W
Cim blize 1, tim vice svedci pro normalitu



!'_ Grafické metody ve Statistice

n pravdepodobnostni graf

n 0Sa X — namerene hodnoty X, sefazene
podle velikosti

n 0say — kvantily ug rozdeleni N(0,1)



3 Q-Qograt

n 0sa X - kvantily u, rozdeleni N(0,1)

n 0say - namerene hodnoty X, sefazene
podle velikosti

n vynesenymi body je prolozena regresni
primka

n Z rovnice regresni primky se odhadnou
parametry



!'_ P - P graf

n 0Sa X — hodnoty teoretické distribucni
funkce (linearni stupnice)

n 0sa y — hodnoty empirické distribucni
funkce (linearni stupnice)
n V grafu vyznacena prfimka se smernici 1




!'_ Vyhoda grafickych metod

n Naznacuji, o jaké rozdeéleni se ve skutecnosti
jedna. | v pripadé, ze testy vychazeji
nevyznamneé, muze nelinearni trend v grafu
prozradit vhodnost jiného nez normalniho
rozdeleni.

n Nekdy umoznuji lepe posoudit, zda
neprijatelnost hypotézy o normalité je
dusledkem existence nekolika extrémnich
pozorovani, nebo zda je vybéroveé rozdeleni
skutecne jiné nez normalni.



!'_ PRIKLAD 3

V ramci SPC se v montaznim zavodé kontroluje
vzdalenost aktualni pozice bodu na klikovem
nfideli od zakladni pozice.

Kazdy den se provedlo 5 méreni, k dispozici
jsou hodnoty za 25 dni.

Pfed vypoltem indexu zpusobilosti je tfeba
overit, zda Ilze rozdéleni hodnot merené
vzdalenosti povazovat za normalni.




Priklad 3 - MINITAB

Normal Probability Plot

Probability
3

20

,05

01 o+

,001
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
AtoBDist

Awerage: 0,441704 Anderson-Darling Normality Test
StDev. 3,49136 A-Squared: 0,891

N: 125 P-Value: 0,022



!'- Priklad 3 - Vysledky raznych testt normality

Anderzan-Darling Mormality Test
A-squared: 0,691
F-alue: 0O 022

Fyan-dainer Mormality Test

F: 0,9900
F-“alue (approx). 0 U650

Kalmogorow-Smirnoy Marmality Test
D+ 0094 D-:- 0074 D 0,094
Approximate P-%alue < 0.071

Shapiro-WWilk Mormality Test
W 097 b
F-5alue: O 0279



Percent

Priklad 3 - MINITAB

Normal Probability Plot for AtoBDist

ML Estimates - 95% CI

ML Estimates
Mean 0,441704
StDev 3,47736

Goodness of Fit
AD* 1

Data



Priklad 3 - Statistica

Histogram (Spreadsheetl in Workbook1 1v*125c)

AtoBDist = 125*2*normal(x; 0,4417; 3,4914)

30

25

20

15

No of obs

10

—

>~

AtoBDist:

SW-W =0,976469418, p = 0,0279; N =125, Mean = 0,4417036, StdDv = 3,49135701,

Max = 8,02322, Min = -7,30286; D = 0,0943695246, p < n.s.,
Lilliefors-p < 0,00999999978




Priklad 3 - Statistica

Normal Probability Plot of AtoBDist (Spreadsheetl in Workbook1 1v*125c)

Expected Normal Value

10



Priklad 3 - Statistica

Quantile-Quantile Plot of AtoBDist (Spreadsheetl in Workbook1 1v*125c)
Distribution: Normal
AtoBDist = 0,4417+3,488*x
0,01 0,05 0,25 0,50 0,75 0,90 0,99

12 - - - - - - - - -

10 r

Observed Value

o 000

Theoretical Quantile



Priklad 3 - Statistica

Probability-Probability Plot of AtoBDist (Spreadsheetl in Workbook1 1v*125c)

Distribution: Normal(0,441704, 3,49136)
1,4 T T T T T T

Empirical cumulative distribution

-0,4 : : : : : :
-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Theoretical cumulative distribution



!'_ Priklad 4

n Pri elektronickém testovani ozubenych
kol se sleduje maximalni odchylka
profilu od idealniho tvaru.



Priklad 4 - MINITAB

Normal Probability Plot

999 -

Probability
fa

20 -

05 -

01

,001 -
55 65 75 85 95 105 115
X

Awerage: 77,55 Anderson-Darling Normality Test
StDev. 14,1625 A-Squared: 0,455

N: 20 P-Value: 0,240



Priklad 4

Normal Probability Plot for x
ML Estimates - 95% CI

ML Estimates
Mean 77,55
StDev 13,8039

Goodness of Fit
AD* 0,997

Percent
g
|

32 42 52 62 72 82 92 102 112 122
Data



Priklad 4 - Vysledky ruznych testu normality

AndersarDarling Mormalty Test
A-Sruared: 0455
F-walue: 0,240

Fyan-Joiner Mormality Test

F: 0972
F-value (approx ) = 01000

k- alrmogoroy- S rivnoy Mormality Test

C+: 0119 O~ 0073 D 0114
Appro itrate P-Value = 0,145

Shapiro-Wilk Mormality Test
W 55
F-5alue: 02313



!'_ Priklad 5

n 25 vzorkd materialu pro operacni
pristroje bylo testovano na obsah
kovovych primesi.



Priklad 5 - MINITAB

Normal Probability Plot

,999

Probability
f

20 -
05 -
01 -
,001 -
| | | |
5 15 25 35
X
Average: 10,32 Anderson-Darling Normality Test
StDev: 8,57185 A-Squared: 1,276

N: 25 P-Value: 0,002



Priklad 5 - MINITAB

Normal Probability Plot for x
ML Estimates - 95% CI

ML Estimates
* Mean 10,32
StDev 8,39867

Goodness of Fit
AD* 1,649

Percent
S
|




Priklad 5 - Vysledky ruznych testu normality

AndersareDarling Mormality Test
A-Souared 1,276
F-value: 0002

Ryan-Jainer Mormmality Test
F: 09131
F-Yalue (appros ) = O.0100

ko alrmogoroy- S rrirhoy Mormality Test

O+: 0185 O~ 0146 D 0155
Appro inate P-Valoe: 0122

Shapiro-Wilk Mormality Test
W 0827
F-Yalue: O 0007



!'_ Priloha — vzorce 1

e Anderson - Darling

A =- %é (2i - D[InF, +In- F,,)]- n

Fi:F(u(i)) U. :X(i)'Y

14

A2 <\ 2

S™ = Ea (X(i) - X) maximalné vérohodny odhad s2
Z



!|_ Priloha — vzorce 2

e Shapiro - Wilk

(é- U(i)x<i))2
T-

W = —
i A (X(i) - X)

(o)
a
u :F-laé- 3/8§

0 Sn+1/45




