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Narodni informacni stredisko
pro podporu kvality



Vykonnost procesu v pripadé
nenormalne rozdeleného znaku
kvality



Hodnoceni zpusobilosti a vykonnosti vyrobnich procesu je provadéno
pfedevsim u dodavatelt do automobilového pramyslu, kde Ffada metod
aplikované matematické statistiky jiz zdomacnéla a je vyuzivana v
souCasné dobé pomoci celé fady softwarGt domacich
| cizich.

Bohuzel ne vzdy jsou vysledky ziskané statistickymi metodami
interpretovany spravnym zpusobem a neni tomu ani jinak u ukazatell
zpusobilosti a vykonnosti. Cela fada softwart na zakladé namérenych
dat vrati pouze odhady téchto ukazatelu, aniz by se mnohdy ovéfrily
predpoklady pro jejich spravné pouziti a rovnéz zavéry postavene
pouze na hodnotach odhadu mohou znamenat nebezpeli pro
odbératele ve vétSim poctu neshodnych vyrobku nezli je pozadovano
a pro dodavatele to muze znamenat naopak pfisnéjSi pozadavky na
presnost vyrobniho procesu.



Vychodiskem pro tuto prezentaci jsou zkuSenosti a poznatky autoru ze
spoluprace s vyrobnimi podniky v ramci Centra pro jakost a
spolehlivost vyroby, Konzultacniho strediska statistickych metod NIS-
PK a kurzt v&novanych statistickym metodam pofadanych Ceskou
spolecnosti pro jakost.

Pozornost je venovana zejména tém otazkam, na které se v literature
hleda odpoved jen tézko, jako postupy v pripadé nenormalné
rozdélenych nahodnych veliin, méfenych znaku kvality, coZ je v praxi
velmi Casta situace.

V fadé pfipadu v praxi neexistuje teoreticky Cisté feSeni, €asto pro
nesplnéni nékterych predpokladu. Praktik ale musi vzdy néjaké feSeni
zvolit, musi v konkrétnim pripadé rozhodnout, dat na polozenou
otazku co nejlepSi odpoved. Musi volit optimalni, prakticky moznée
reseni ze vsech, ktera se mu intuitivné nabizeji.



Autori se snazi navrhovat reseni pro pripady, kdy nejsou striktné
splnény teorii stanovené predpoklady pro pouZiti statistickych postupu
Vv fizeni kvality a varuji pred jejich vedomym nerespektovani. Jedna se
nejCastéji o aplikaci statistickych metod pri nedodrzeni predpokladu
normalniho rozdéleni sledovaného znaku kvality, pfipadné nedodrzeni
predpokladu statisticky zvladnutého procesu pri implementaci
Shewhartovych regulaénich diagraml a vyhodnocovani zpusobilosti a
vykonnosti procesu.
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Vintervalu (p - o, u +o)
lezi 68,26 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi

215,87 %, tj. 31,74 %. Pp=0,33

O
Vintervalu (p - 20, p +20)
lezi 95,44 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi

Vintervalu (p -6oc, p + 6c) lezi 99,999999999 % vsSech pozorovani,
mimo tento interval lezi 2¢0,000000001%, t.j. 0,000000002% (0,002 ppm)Pp = 2,0

R 202,28 %, t.j. 4,56 %. Pp = 0,67
@)
Vintervalu (p - 3o, p +3c) lezi 99,73 % vSech pozorovani,
mimo tento interval lezi 20,135 %, t.j. 0,27 % (2 700 ppm). Pp=1,0

Vintervalu (p - 40, p + 4o) lezi 99,994 % vSech pozorovani,

mimo tento interval lezi 200,003 %, t.J. 0,006 % (60 ppm). Pp=1,33
Vintervalu (p - 50, p + 5o0) lezi 99,99994 % vSech pozorovani,

mimo tento interval lezi 2¢0,00003 %, t.j. 0,00006% (0,6 ppm). Pp =1,67
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Znameé nenormalni rozdéleni

Nékdy je tvar rozdeleni sledovaného znaku jakosti znam bud ze
zkusSenosti, nebo na zakladeé znalosti fyzikalnich vlastnosti procesu.
Potom je treba podrobit napozorovana data testu dobré shody, ovérit
zda predpokladany model spravne vystihuje napozorovana data,
odhadnout parametry rozdéleni a vypocitat potrebné kvantily.

NejCastéji se tak setkavame s rozdélenim log-normalnim,
Weibullovym, exponencialnim apod. V literature Ize nalézt vzorce pro
odhad pfislusnych parametru rozdéleni a nasledné pro vypocet
pozadovanych kvantili. Ty mohou byt rovnéz vypocteny s podporou
vhodného softwaru.

Priklad: Log-normalni rozdéleni sledovaného znaku kvality
s predepsanou horni mezni hodnotou USL = 8,0.

(,Sem — unor 2010.MPJ%)
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Model

Distribution Plot

Lognormal; Loc=0; Scale=1; Thresh=0

A/A/ A/
0,05 1 8 USL 20,09
0,7 -
: :Kvantily oro alfa 0,00135: | 0,50: 099865 :
064 If\1 \ |
1! L(0,00135) = 0,0498 |
054 I\l Me(0,050) = 1,0000 |
|\l U(0,99865) = 20,085 |
04 :
| PpU = (8,0 - 1,0)/(20,085 - 1,0) |
0,31 | -[0,3668 |
| |
012_ | |
| |
0,1- | |
| |
0,0 ' . !
0 15 20
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Metoda identifikace rozdéleni

Nékteré softwary umoznuji identifikaci vhodného modelu rozdéleni na
zakladé napozorovanych dat sledovaného znaku kvality. Existuji
rozdéleni, se kterymi se Casto setkdvame pfi vySetfovani zpusobilosti.
Nejdfive je treba identifikovat rodinu rozdéleni, nasledné pak
parametry rozdéleni, které nejlépe vystihuje napozorovana data.
Nasledné je treba stanovit a vypocitat potrebné kvantily rozdéleni.
|dentifikovaneé rozdeleni je tfeba podrobit testu dobré shody, oveérit,
zda opravdu dobre vystihuje rozdéleni experimentalnich dat.

Napr. s podporou softwaru Minitab je je mozno uvazovat bud vSech 14
nabizenych nejbéznejSich rozdéleni nebo specifikovat jedno az Ctyfi z
téchto rozdéleni a Box-Coxovu resp. Johnsonovu transformaci
napozorovanych nenormalné rozdélenych dat na data normalné
rozdélena.

Vychazi se z napozorovanych dat zapsanych napf. ve sloupci xi. .
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Poznamka
Kvantily < Percentily

Pro zadané o odpovida a-kvantil x, (odvozeny z hypoteticke
kumulativni distribucni funkce F(x,) = a.
V uvazovanem prikladu je pro o = 0,99865 hodnota x, = 20,220.

Pro zadané o odpovida a-percentil X, odvozeny z empiricke
kumulativni distribucni funkce (z napozorovanych dat) F(X,) = a.
V uvazovanem prikladu je pro a = 99,865% hodnota X, = 8,244.

Vhodné je zadavat hodnoty o v souvislosti s kvantily jako podily a
hodnoty o Vv souvislosti s percentily jako procenta. Tato zasada se v
praxi Casto nedodrzuje.
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= Vybrané kvantily pro vybranou distribucni funkci log-normalniho
rozdéleni odpovidajici zadanym podilim v nabidce ,Results".

Tahle of Percentiles

Diztribution
Lognormal

Distribution
Lognormal

Distribution
Lognormal

Ve vystupni tabulce by bylo lépe psat kvantily

funkce).

Fercent
0,135

Percentiles
0,0411641

Percent
L0

Percentiles=
0,912324

Percent
99 865

Percentiles
a0, 21949

Standard
Error
0,0081576

Standard
Error
0,0769356

atandard
Error
4, 00706

95,0% CI
o,0 0,1

95,0% CI
o, 1,1

95,0% CI
13,7 29,8

misto percentild a misto procent
uvadeét podily. Tabelované hodnoty vychazeji z odhadnutého modelu (distribucni
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Metoda pravdepodobnostniho papiru

Do pravdepodobnostniho papiru, kde stupnice na ose x je linearni a
stupnice na ose y je pravdepodobnostni, odpovidajici urcitemu
rozdéleni pravdepodobnosti, se zakresli N nameérenych hodnot,
usporadanych podle velikosti (x(i)) s odpovidajicimi hodnotami
empirickeé distribucni funkce ((i) / N). Temito body prolozena primka je
nejlepSim odhadem distribuCni funkce predpokladaného rozdéleni
pravdepodobnosti studovaného znaku kvality. Na této primce
odeCteme pfislusné kvantily odpovidajici zvolenym podilum
(0,00135; 0,50; 0,99865) a ty pak dosadime do vyrazu pro odhady
ukazatell vykonnosti.
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99,9

Probability Plot of xi
Lognormal - 95% CI

Percent
3

0,1

—

99,865

Loc
Scale

N

AD
P-Value

-0,09176
1,033
150
0,181
0,913

,912

i

g
-~
A

20,220

50

0,135

0,01

Odhad kvantilt:

0,10

~ 10

100 10,00
-

100,00

Vysledné hodnoty vychazeji z odhadnutého modelu (distribu¢ni funkce).

L(0,00135) = 0,041; Me(0,5) = 0,912; U(0,99865) = 20,220.
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/ Probability Plot of xi
.ﬁ Lognormal - 95% CI
9.9 0,06 0,92 8,24
' I I | /’ 99,865 [ -0,09176
| | Scale 1,033
99 - | | N 150
- | | AD 0,181
P-Value 0,913
90 - I I I
| I I
= 70
S 60- | |
O 50+ 50
@ 404 I I
o 30 - | |
20 - I I a = 0,00135
10 4 I I 0,50
5 I I 0,99865
1 - i ~ | 8
< > I N Ckvantil
0,1 et =3 —a 0,135
0,01 0,10 1,00 10,00 100,00
Xi

Porovnani percentild (odvozenych z napozorovanych dat) a kvantilu,

(odvozenych z odhadnutého modelu).
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Metoda Pearsonovych krivek

Jako alternativni metoda muze byt pouzita metoda normalizovanych
Pearsonovych krivek pomoci které se odhadne model rozdéleni
sledovaného znaku kvality a vypocitaji odhady kvantill

L(0,00135); Me(0,50); U(99,865).

V pripade pouziti této metody je treba pocitat vedle vyberového
pruméru a vybérové smérodatné odchylky i vybérovou Sikmost a
vybérovou SpiCatost. Tato metoda, ktera poskytuje jen priblizné
vysledky, neni preferovana pro svoji pracnost.

Vyuziti této metody je demonstrovano v Dodatku 5 k publikaci [1].
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Metoda Johnsonovy transformace

Pokud hodnoty sledovaneho znaku kvality nejsou normalné rozdeélene,
je mozno pouzit Johnsonovu transformaci tak, ze nova transformovana
data jsou potom rozdelena normalné N(0,1). Johnsonova transformace
vybere jednu ze tfi typd rovnic v zavislosti na tom, zda nahodna

veliCina je ,ohraniCena” — typ SB; je ,lognormalni® — typ SL; je
,heohranicena“ — SU. Jedna se o rovnice:
Typ SB

y = a+bin((x+c)/(d-x))
pro b > 0; -c < x < d.
Typ SL

y = a+ bIn(x+c)
pro b > 0; -c < X,
Typ SU

y = a+ b-Asinh((x - c)/d)
pro b >0;d > 0.

19



Software postupuje tak, ze uvazuje vsechny mozné funkce Johnsonova
systému, odhadne jejich parametry, transformuje data, vypocita
Anderson-Darlingovu testovou statistiku a ji odpovidajici p-hodnotu a
vybere tu funkci, které odpovida nejvétsi p-hodnota.

Napr. software Minitab postupuje nasledovne:
Stat > Quality Tools > Johnson transformation > a vyplnime
dialogove okno.

Joinizun Traisii i) Il V nabidce ,Options” muzeme zménit

1 i Data are arranged as ions. ¥ . s P
<2 per0,00135 Wz Options... 4] prednastavenou minimalni hodnotu

hladiny vyznamnosti o = 0,10.

f* single column:
Z3 per0,5
4 per 0,99365 (" subgroups across rows af;
5 Johnson xi
C6 Jper(,135 ‘
7 Jper 0

C8  Jper 99,365 Johnson, Transformation - Options

Stare kransfarmed data in
Single calurn; Johnson ' & P-¥alue to select best fit: [ g, 10|
‘ Help | QI | Cancel

Help | Cancel

20
,Data“v projektu ,SEM-UNOR 2010.MPJ“, Worksheet 2.




Transformovana data se zapiSi do pracovniho listu a zobrazi se
graf s vysledkem transformace

Johnson Transformation for xi
Probability Plot for Original Data Select a Transformation
99,9 0,26
! N 150 = .
99 ‘o AD 328| @ 08 b ’,%o o
$ P-Value <0,005 a ' * o0 00

90 1 < 0,6 -
_E . 1 e w ®
o € 4] * @ @,
O 50 o %
] 3 e Y °
a = 021 °

10 > . \__- Ref P

a 001 i i i i .
11 4 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
0,1L } } } Z Value
-5 0 5 10 (P-Value = 0.005 means <= 0.005)
Probability Plot for Transformed Data
99’9 N 150
991 AD 0,179 /
P-Value 0,917 P-Value for Best Fit: 0,916745

90 4 Z for Best Fit: 0,26
] Best Transformation Ty pe: SL
8 501 Transformation function equals
E 0,109472 + 1,02679 * Ln( X - 0,0159005 )

101

1
0,1 .
-4 0 4




Z grafu je patrno, ze p-hodnota Anderson-Darlingova testu dobré
shody s normalnim rozdélenim je vysoka (0,917) a Ze tedy neni divod
pochybovat, ze transformovana data jsou rozdélena normalné. Dale je
zde transformacni rovnice typu SL
0,109472 + 1,02679 - Ln((x — 0,0159005).

Z transformovanych dat ve sloupci C5 (Johnson xi) muzeme vypocitat
odhady percentili pro procenta 0,135; 50; 99,865 pomoci kalkulatoru
a ulozit je napf. do sloupcu C6; C7; C8 postupem:

Calc > Calculator > vyplnime dialogové okno, kde do pocitaného vyrazu
(Expression) dosadime funkci ,PERCENTILE" a za jeji argumenty ,number”
dosadime sloupec C5 (Johnson) a za ,probability* dosadime 0,00135.

Vysledek bude ulozen v prvni bunce sloupce C6. Tak postupné vypocitame i
dalSi odhady percentilt do prvnich bunék sloupcu C7 a C8.

5 6 c7 B

Johnson xi|J per0,135 J per 50 J per 99,865
1,09226 -310047 0 000606E 227349
053542

0206049
| nneens 29



L Probability Plot of Johnson xi
_ Normal - 95% CI
percentily
099 -3,1 0 2,27
' I I I /' 99,865 viean  -0,01619
[ | StDev 1,093
| | AD 0,179

9 P-Value 0,917

90 | I

80 - | |
= 70 I I
@ 60- |
O 501 50
@ 40- I
o 30 - |

20 4 i

10 - |

i | _—

1 | < -

O kvantily
N\
0,1 T —T T T - T T rlh T 0’135
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Johnson xi

Porovnani percentilu a kvantilu transformovanych dat vypocitanych po
vlozeni ,Add - Percentil Lines” na pravdépodobnostnim grafu.



Abychom mohli odpovidajici odhady kvantili zakreslit do puvodnich
hodnot, musime proveést zpétnou transformaci a vypocitat odhady
kvantill v puvodni proménné. To je tfeba ucinit v Excelu pomoci
nastroje ,Hledani reSeni”.

Na nasledujicim obrazku je histogram puvodnich dat
(sloupec C1 — xi) se zakreslenymi odhady kvantilu:

cervené - kvantily vypoCitané z odhadnutého modelu
lognormalniho rozdéleni;

modife - kvantily vypocCitané pomoci zpétné Johnsonovy
transformace.
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Histogram of xi

Lognormal

40

Frequency

I
I
I
30 |
|
20 |

101

Loc
Scale
N

-0,09176
1,033
150

Kvantily vypocCitané z modelu lognormalniho rozdéleni (Cervené 0,04;
0,91; 20,23) a na zaklade zpetné Johnsonovy transformace (modré

0,05; 0,93; 21,60).
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Zpéetna Johnsonova transformace

Zpéetnou transformaci je mozno provést v MS Excelu pomoci nastroje
,Hledani reseni”:

AlB | C | o |E| F G | H [1 ]k L | bt [H| 0 | F |

1
2 |

3 Typ SL
—
&5 | a+h'LN(x+c) = y

i Hledani feseni Transformace Transformace
Z a= 0109472 funkce y b M 1 v X ¥ X
8 b= 1,026749 -3,296039| 0,052174 0,016029( 0,928913 3,263909( 21,603840
9 c=  -0,015901 Mastavena MEnena
o obsahuje vzores

11
2 | JMastroje = Hiedani reseni = . o Transformovana hodnota
13 Bunka obsahujic vzorec
14 transformace / Hodnota pavodni proménné

15 Hiedani fedeni I
16 | avared bt - Transformovana hodnota,
:II_T ::ama: :Fﬁ ,Ff""’rtjergeﬂ?rnu hledi@é
Y MEnEndbutba: |48 |
20 | o [ seme | - Bufika ve ktere bude zapsarn
21 = wysledek

2z

23
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Metoda Box-Coxovy transformace

Box-Coxova transformace odhaduje hodnotu A , ktera minimalizuje
smérodatnou odchylku normalizované transformované promeénné.

Software prozkouma mnoho transformaci, z nichz uvedeme jen ty,
které jsou pro zaokrouhlené hodnoty A. y je transformovana hodnota
proménneé (namerfeného znaku kvality) x.

Hodnota A Transformace
A =2 y = X°

A =05 y = Jx

A =0 y = InXx

A =-05 y = 1/(Jx)
A =-1 y =1/x

27



Napr. software Minitab postupuje nasledovne:

nenormalné rozdélena data jsou ve sloupci C1 (,Data“) projektu
,Box-Cox.MPJ“. Transformovana data zapiSeme do sloupce C2 (Box-
Cox). Zvolime postupne

Stat > Control Charts > Box-Cox Transformation > a
v dialogovém okné zadame data, sloupec Cl1 - ,xi" velikost
pripadnych podskupin, v tomto pfipadé n = 1. Pod ,Options® zvolime
sloupec C2 — ,BoxCox xi“, kam zapiseme transformovana data a
potvrdime vypocet s optimalni hodnotou lambda.

28



99,9

Probability Plot of BoxCox xi

Normal - 95% CI

90 -

Percent
3
1

99,865

-0,09176
1,033
150
0,181
0,913

Mean
StDev
N
AD
P-Value
50
kvantily
0,135

Odhad kvantilu transformovanych dat vypocitanych po vlozeni pfisluSnych
procent do ,Add - Percentil Lines® na pravdépodobnostnim grafu.

29



Zpétna Box-Cox transformace

Abychom mohli odpovidajici odhady kvantilu zakreslit do puvodnich
hodnot, musime proveést zpétnou transformaci a vypocitat odhady

kvantild v pavodni proménné. To je tfeba ucinit v Excelu pomoci
nastroje ,Hledani reseni”.

Hledani reseni
funkce y A X ] funkce y A X funkce y N X
-3,19081 0,04114 0,0920% 1,09638 3.00699  20,22645
Mastavena = Meénéna

obsahuje waored

0,05 3,007

Kvantily transformovanych hodnot

Kvantily pavodnich hodnot
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Histogram of xi
Lognormal
4 1,10 20,23
4 0,91 20,23
I
I
I
I
I
I

o
1 Oo
B ——— =

14

Loc -0,09176
Scale 1,033
N 150

50 1

40

30 -

Frequency

20 -

10 4

Kvantily vypocCitané z modelu lognormalniho rozdéleni (Cervené 0,04;
0,91; 20,23) a na zakladé zpétné BoxCox transformace (modré 0,04,
1,10; 20,23).



Metoda empirickych percentill

V pripadech, kdy nezname rozdeleni pravdepodobnosti sledovaného
znaku kvality nebo jeho parametry, nebo se nedari vhodné rozdeleni
najit, potom se nabizi pfiblizna metoda vyuziti empirickych percentilt
vypocitanych z napozorovanych dat. Jedna se o percentily

~

LO,135 % MeSO% U99,865 %

—~

odpovidajici procentiim, se kterymi pracuji ukazatele vykonnosti.

Aby tato metoda byla alespon orientacne pouzitelna, je treba,
aby rozsah napozorovanych dat byl dostateCny, nejfméné N = 100.
Problém je v tom, Ze odhady percentilt, které odpovidaji malému ¢i
velkému procentu vykazuji znaCnou variabilitu, nebot' jsou obvykle
odvislé od malého pocCtu nejmensich Ci nejvétsich hodnot ve vyberu.
Tim jsou i odhady ukazateli vykonnosti zatizeny znacCnou
variabilitou.
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Vypocet percentili z dat muzeme provést pomoci kalkulatoru na
zakladé funkce ,Percentile (number; probability)‘, kam za ,number”
dosadime sloupec s daty (napr. Cl) a za ,probability* odpovidajici
hodnoty 0,00135; 0,50; 0,99865.

V projektu ,SEM — UNOR 2010.MPJ* jsou v list& ,Worksheet 2“ ve
sloupci C1 — Data a ve sloupcich C2 az C4 vypoctené percentily:

+ C1 2 G C4

Xi per0,00135 per0,5 per0,99865
2B2012 00597857 0915323 8,24393
1.,53002
1. 11457
054251

E PR LS
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Potom muzeme vypocitat odhad ukazatele vykonnosti P, na zakladée
percentilu z dat ve sloupci C1 pfi USL =8:

b USL —-Me,s, 8 -0,915323 — 096672

—~

kU Uy oo _|\7|e0’50 824393 -0915323

Stejného vysledku, ale rychleji, dosahneme pomoci makra
,LECAPA.MAC"

nasledujicim postupem:

Edit > Command Line Editor > zapiseme

%ECAPA C1;

USL 8.

a stiskneme ,Submit Commands”.

Vysledkem je graf s vypoCitanymi odhady ukazatelu vykonnosti, které
odpovidaji tém, které jsme vypocetii..
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Empirical Process Capability of xi
Using the Empirical Percentile Method

USL
Process Data I
LSL * |
usL 8,00000
Sample Median ~ 0,91532 |
Sample Mean 1,51631 |
Sample StDev 1,69720
Sample N 150 |
I
Capability Indices |
Cnp W |
Cnpl u /
Cnpu 0,966715 |
Cnpk 0,966715 |
I
I
Observed Performance I
PPM < LSL  * |
PPM > USL  6666,67
PPM Total 6666,67 |
I
_I_|

0,0

1,5

3,0

4,5

6,0

7,5
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Zaver: Pri vySetrovani vykonnosti vyrobniho procesu
u znaku kvality, které nelze popsat normalnim
rozdelenim,
predevsim zavisi na zkusenosti pracovnika, ktery
hodnoceni provadi
procesu. Bohuzel neexistuje jednoznacneé doporuceni,
jak postupovat, kazdy pripad je nutno resit zcela
individualné.

36



